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Введение

     Опыт показывает, что успешное изучение  технической механики  невозможно без решения   студентами  большого числа  практических задач. На пути  становления   особую роль играют  комплексные задачи, выполняемые как расчетные, курсовые  работы.

    В методических указаниях к каждой работе приводятся  необходимые  справочные  сведения из  теории и  расчетные  формулы. Они ориентируют  на  соответствующие  материалы  учебников  и  лекционного курса.

ОБЩИЕ  МЕТОДИЧЕСКИЕ  УКАЗАНИЯ

     Основная цель  выполнения  расчетных и курсовых работ   заключается  в привитии  навыков  самостоятельного  решения   практических  задач с одновременным закреплением  теоретических  знаний.

    При рациональной организации выполнения  расчетных и курсовых работ  им предшествуют  лекции и решение  простых задач  по соответствующей  тематике.

    Оформление  тестовых  и графических документов должно  выполняться с соблюдением основных правил, установленных  стандартами. К ним следует отнести:

    Выполнение  пояснительной записки на одной  странице листа  формата 210х297 мм;

    Наличие системы оглавлений;

     Пояснение  расчетов  чертежами, схемами и рисунками, выполненными  в  соответствии с ЕСКД;

     Наличие ссылок  на формулы, указание  источника, из  которого  принимаются  справочные  данные, и т. п. 

    Соблюдение правил записи и  округления цифровых  величин;

    Указание размерностей;

    Составление блок-схемы  решения    задач на ЭВМ;

    Наличие распечаток программ и результатов счета;

    Наличие  выводов по расчетам;

    Наличие  титульного листа пояснительной записки;

    Защита каждой работы  организуется в порядке  установленном преподавателем дисциплины.  Разрешение на  защиту в виде соответствующей записи на титульном листе дает  преподаватель дисциплины. По результатам  работы и ее защиты  выставляется оценка.

 РАСЧЕТНАЯ РАБОТА №1

Определение внутренних силовых факторов в поперечных сечениях бруса при простых нагружениях

Содержание задания

В работе предусматривается применение метода сечений и уравнений равновесия для определения реакции в креплениях прямого бруса и внутренних силовых факторов, возникающих в его поперечных сечениях. Работа состоит из трех задач. Задача №1 относится к центральному растяжению и сжатию, задача №2 – к чистому кручению и задача №3 – к изгибу. Для выполнения работы считаются заданными схемами прямого бруса, способы его крепления и величина приложенных нагрузок.

При выполнении работы требуется определить реакции в креплениях бруса, внутренние силовые факторы и построить эпюры этих силовых факторов.

Построение эпюр практически необходимо для определения положения поперечного сечения, в котором в дальнейшем будет выполняться проверка на прочность, если размеры заданы, или рассчитываться на прочность для определения необходимых размеров поперечного сечения.

Данные своего варианта взять из таблицы.

Задача №1.

Построение эпюры нормальных сил при растяжении и сжатии

Методические указания

При осевом растяжении или сжатии стержня внутренние силы упругости в поперечных сечениях могут быть заменены равнодействующей силой, направленной вдоль оси стержня. Эту силу называют продольной силой и обозначают буквой N.

Продольная сила в любом поперечном сечении численно равна алгебраической сумме проекций на ось  стержня внешних сил, приложенных к части стержня, расположенной по одну сторону от сечения. В частном случае, когда стержень растягивается или сжимается двумя равными силами Р, приложенными в его торцовых сечениях и направленными вдоль оси стержня, продольная сила во всех поперечных сечениях равна Р.

Величина продольной силы не зависит от площади поперечного сечения стержня.

При растяжении стержня продольную силу принято считать положительной, при сжатии – отрицательной.

График, показывающий  закон изменения продольной силы по длине стержня, называется эпюрой продольных сил. Ось эпюры направляют параллельно оси стержня.

Нормальное напряжение  в поперечных сечениях стержня, достаточно отдаленных от точек приложения действующих сил, при растяжении и сжатии распределяются равномерно по сечению. Величину напряжения определяют по формуле

σ=N/F, н/м2 (кГ/см2),

где F – площадь поперечного сечения стержня, м2 (см2).

Наглядное представление об изменении напряжений в поперечных сечениях стержня по его длине дает эпюра нормальных напряжений.
Эпюрой нормальных напряжений называют график, показывающий закон изменения напряжений в поперечных сечениях по длине стержня.

Изменение длины (удлинение или укорочение) участка бруса в границах применимости закона Гука определяют по формуле

Δl=Nl/EF,

где Е – модуль продольной упругости материала стержня,  н/м2 (кГ/см2).

 Произведение EF называется жесткостью сечения стержня при растяжении или сжатии.

Приведенная формула для определения изменения длины Δl справедлива, если продольная сила N  и жесткость EF постоянны по всей длине стержня. В противном случае стержень разбивают на участки, для каждого из которых указанное требование соблюдается, и изменение длины стержня определяют, как сумму изменения длин участков.

Продольные и поперечные упругие деформации, возникающие при растяжении или сжатии, связаны друг с другом зависимостью

ε┴=-με

где ε┴ и   ε -  соответственно поперечная и продольная деформации;

       μ – коэффициент Пуассона.

В отдельных случаях целесообразно построить эпюру перемещений, под которой понимают график, показывающий закон изменения перемещений поперечных сечений по длине стержня.

При растяжении и сжатии происходит изменение объема стержня и накапливание потенциальной энергии.

Относительное изменение объема стержня при растяжении и сжатии

εv=ε(1-2μ).

Энергия, накапливаемая в стержне при его упругой деформации, может быть вычислена по одной из следующих формул:

U=N2l/2EF, 

U=Δl2ЕF/2l или U=σ2Fl/2Е.

Энергия, накапливаемая в единице объема стержня, называемая удельной потенциальной энергией, определяется по формуле

u=σ2/2Е, (кГ·см/см2).

Напряжения и деформации при растяжении и сжатии возникают как действия внешних сил, так и от действия силы тяжести стержня.

В подавляющем большинстве элементов машиностроительных конструкций напряжения и перемещения, возникающие от действия силы тяжести элементов, очень малы по сравнению с напряжениями и перемещениями, возникающими от действия внешних сил, и их, как правило, в расчет не принимают.

В элементах строительных конструкций, в частности в элементах зданий, необходимо учитывать напряжения и перемещения от собственной силы тяжести, так как влияние собственной силы тяжести в этих элементах значительно.

Пример решения задачи

Построить эпюры продольных сил и нормальных напряжений стержня (рис. 1), не учитывая влияние силы тяжести.

Решение.

Разобьем стержень на участки. Границы участков определяются сечениями, где изменяются поперечные сечения или приложены нагрузки. Мысленно  рассечем стержень  в пределах участка I  и отбросим верхнюю часть (рис. 1, а). Для уравновешивание силы  Р1=40 кн необходимо, чтобы равнодействующая внутренних сил (продольная сила NI) равнялась внешней силе Р1:

NI=Р1=40 кн.

Аналогично мысленно рассечем стержень в пределах участка II и отбросим верхнюю часть (рис. 1, б). чтобы уравновесить внешние силы Р1=40 кн и Р2=60 кн,  равнодействующая внутренних сил (продольная сила NII) должна равняться алгебраической сумме сил Р1 и  Р2:

NII=Р1-Р2=40-60=-20 кн.
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                                                                                 Рис. 1

Очевидно, продольная сила на участке III равна продольной силе на участке  II. Это объясняется тем, что в пределах участка II. Это объясняется тем, что в пределах участка  III  не приложены силы (рис. 1, в). изменение площади на величине продольной силы не сказывается.

Аналогично для остальных участков получим:

на участке IV  (рис. 1, г)

NIV=Р1-Р2+Р3=40-60+80=60 кн;

на участке V (рис. 1, д)

NV= Р1-Р2+Р3-Р4=40-60+80-40=20 кн;

на участке VI  (рис. 1, е)

NVI= Р1-Р2+Р3-Р4+Р5 =40-60+80-40+80=100 кн.

Продольные силы на любом из участков можно также определить, мысленно отбросив нижнюю часть стержня и рассматривая равновесие его верхней части, что, однако, в рассматриваемом примере целесообразно для IV, V, и VI  участков. Решая пример по названному варианту, необходимо предварительно определить реакцию в верхней заделке. Стержень на участках I,  IV, V, и VI  будет растягиваться, а на участках II  и  III  - сжиматься.

В соответствии с полученными данными строим эпюру продольных сил (рис. 2, б).

Для определения напряжений в поперечных сечениях стержня необходимо значения продольных сил разделить на площади соответствующих сечений. Определим площади поперечных сечений стержня.

Площадь поперечного сечения стержня в пределах I  и II  участков

FI=FII=(π(20·10-3)2)/4=314·10-6  м2,

аналогично, 

FIII=FIV=(π(40·10-3)2)/4=1256·10-6  м2,
FV=FVI=(π(30·10-3)2)/4=706·10-6  м2.

Находим напряжения на отдельных участках стержня:

σI=NI/FI=40000/314·10-6=127·106 н/м2=127 Мн/м2;

σII=NII/FII=-20000/314·10-6=-63.7·106 н/м2=-63.7 Мн/м2;
σIII=NIII/FIII=20000/1256·10-6=-15.9·106 н/м2=-15.9 Мн/м2;
σIV=NIV/FIV=60000/1256·10-6=47.8·106 н/м2=47.8 Мн/м2;
σV=NV/FV=20000/706·10-6=28.3·106 н/м2=28.3 Мн/м2;
σVI=NVI/FVI=100000706·10-6=142·106 н/м2=142 Мн/м2.

В соответствии с полученными значениями напряжений строим эпюру нормальных напряжений (рис. 2, в).

Задание 1.
 Для ступенчатого бруса построить эпюры продольных сил и нормальных напряжений (рис. 3 и табл. 1).
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                                                                рис. 3.
Таблица 1.
	Вариант
	Схема
	Р1


	Р2
	Р3
	F1
	F2
	а
	b
	c

	
	
	кН
	см2
	м

	1
	а
	32
	18
	24
	4,0
	3,0
	0,7
	0,4
	0,8

	2
	
	28
	16
	12
	3,2
	2,0
	0,6
	0,5
	0,7

	3
	
	22
	8
	26
	3,4
	2,5
	0,5
	0,6
	0,9

	4
	
	19
	24
	15
	2,6
	2,8
	0,8
	0,6
	0,5

	5
	б
	30
	12
	16
	3,6
	5,2
	0,4
	0,9
	0,6

	6
	
	27
	15
	10
	3,8
	4,8
	0,6
	0,7
	0,8

	7
	
	24
	14
	8
	3,5
	4,2
	0,3
	0,8
	0,7

	8
	
	26
	16
	11
	2,8
	4,0
	0,7
	0,9
	0,4

	9
	в
	25
	12
	18
	3,3
	2,5
	0,5
	0,5
	0,9

	10
	
	31
	26
	14
	4,1
	3,4
	0,7
	0,8
	0,5

	11
	
	18
	15
	16
	3,2
	2,6
	0,6
	0,6
	0,8

	12
	
	23
	25
	19
	3,4
	2,5
	0,8
	0,4
	0,7

	13
	г
	16
	8
	15
	2,2
	2,1
	0,4
	0,7
	0,9

	14
	
	18
	10
	12
	2,8
	1,9
	0,6
	0,5
	0,8

	15
	
	22
	12
	17
	3,0
	2,2
	0,5
	0,6
	0,7

	16
	
	20
	9
	18
	2,6
	2,1
	0,7
	0,4
	0,8

	17
	д
	24
	16
	20
	2,3
	1,8
	0,9
	0,3
	0,6

	18
	
	18
	10
	14
	2,2
	1,5
	0,8
	0,2
	0,7

	19
	
	25
	18
	22
	2,8
	1,9
	0,7
	0,6
	0,9

	20
	
	19
	11
	15
	2,0
	1,4
	0,8
	0,5
	0,6

	21
	е
	25
	13
	6
	3,0
	3,5
	0,4
	0,8
	0,5

	22
	
	30
	15
	8
	4,2
	4,8
	0,6
	0,9
	0,4

	23
	
	27
	11
	10
	3,2
	3,4
	0,7
	0,7
	0,6

	24
	
	22
	9
	7
	3,1
	3,6
	0,5
	0,9
	0,7

	25
	ж
	20
	12
	15
	2,8
	2,2
	0,7
	0,4
	0,9

	26
	
	24
	10
	14
	2,9
	2,1
	0,8
	0,3
	0,6

	27
	
	19
	14
	16
	2,5
	1,8
	0,4
	0,7
	0,8

	28
	
	25
	13
	17
	3,0
	1,7
	0,5
	0,9
	0,7

	29
	з
	18
	16
	8
	2,6
	3,0
	0,8
	0,5
	0,6

	30
	
	16
	20
	12
	1,2
	1,8
	0,7
	0,6
	0,8


Задача №2.

Построение эпюры крутящих моментов

Методические указания

Кручение – вид деформации бруса, характеризующийся тем, что из шести известных нам силовых факторов (Nz, Qх, Qy, Мx, Мy, Мz) в поперечном сечении бруса отличается от нуля лишь один – крутящий момент Мz (Мк).  Последний вычисляется как сумма моментов относительно оси бруса всех внешних нагрузок. Приложенных к части бруса, расположенной по одну сторону от рассматриваемого сечения. Крутящийся момент считается положительным (Мz>0), если он вращает брус против часовой стрелки (смотреть со стороны отброшенной  части бруса), и наоборот – отрицательным.

График, показывающий изменение крутящего момента по длине бруса, называют эпюрой крутящих моментов. 

При кручении бруса круглого поперечного сечения (сплошного или кольцевого) в его сечениях возникают лишь касательные напряжения. Максимального значения они достигают на контуре бруса (вала) и определяются по формуле

τmaх=Мк/Wр, н/м2 (кГ/см2),

где Мк – крутящий момент в сечении бруса (вала), н·(кГ·см);

      Wр- полярный момент сопротивления сечения бруса (вала), м3 (см3).

Полярный момент сопротивления сечения бруса (вала) определяют по формулам:

для сплошного сечения

Wр=πd3/16≈0.2d3, м3 (см3);

для кольцевого сечения

Wр=πd3/16(1-α4)≈0.2d3(1-α4), м3 (см3),

где d – наружный диаметр бруса (вала), м (см);

      α=d0/d - отношение внутреннего диаметра d0 бруса (вала) к его наружному диаметру d.

Угол φ закручивания бруса (вала) определяют по формуле

φ=Мкl/GJр, рад или φ0=1800/π·Мкl/GJр,

где l – длина бруса (вала), м  (см);

       G – модуль сдвига материала бруса (вала),  н/м2, (кГ/см2);

      Jр – полярный момент инерции сечения бруса (вала) вычисляют:

для  сплошного сечения

Jр= πd4/32≈0,1d4,   м4(см4),

для  кольцевого сечения 

Jр=πd4/32(1-α4)≈0,1d4(1-α4), м4 (см3).

Приведенная формула угла φ  закручивания справедлива лишь в случае, если крутящий  момент Мк и произведение GJр, называемое жесткостью поперечного сечения бруса  (вала) при кручении, постоянны по длине бруса.

Брус (вал), работающий на кручение,  должен удовлетворять условию прочности

τmax=Мк/Wр≤[τк]

и условию жесткости

θ=Мк/GJр≤[θ],

где [τк] – допускаемое напряжение на кручение, н/м2 (кГ/см2);

θ=φ/l – относительный угол закручивания, рад/м.

В технике обычно применяют величину [θ˚], - допускаемых относительный угол закручивания в град/м.

Величины [θ] и  [θ˚] связаны соотношением

[θ˚]=180˚/π[θ].

При использовании приведенных формул для расчета валов необходимо выражать крутящий момент Мк через передаваемую мощность и угловую скорость вращения вала, тогда 

Мк=N/ω=30/π·N/n, н·м,

где N – мощность, Вт;

ω (n) – угловая скорость, рад/сек (об/мин). 

При построении эпюры Мк будем откладывать положительные значения выше нулевой линии эпюры, параллельной геометрической оси бруса. Так как величина Мк не зависит от формы поперечного сечения, то в дальнейшем брус, загруженный внешними моментами, будет изображать его геометрической осью.

Пример решения задачи

На ступенчатом валу жестко закреплены четыре шкива (рис. 4). Ведущий шкив сообщает валу вращающий момент М=5 кн·м (~ 500 кГ·м). Моменты, снимаемые с вала другими шкивами, соответственно равны: М1=1,2 кн·м (~ 120 кГ·м),         М2=2,5 кн·м (~ 250 кГ·м) и М3=1,3 кн·м (~ 130 кГ·м). Требуется построить эпюры крутящих моментов и определить диаметры ступней вала при заданном расположении шкивов и при наиболее рациональном их расположении. Сравнить массы валов, считая, что длины ступней при перестановке шкивов не изменились. Допускаемое напряжение [τк]=45 Мн/м2 (~ 450 кГ/см2).

Решение:

Вращающие моменты, передаваемые соответствующими ступенями вала: первой ступенью – М=5 кн·м; второй ступенью – М-М1=5·103-1,2·103=3,8·103 н·м=3,8 кн·м;  третьей ступенью - М-М1 –М2 =5·103-1,2·103-2,5·103=1,3·103=1,3 кн·м.

Эпюра крутящих моментов приведена на рис. 1 (а).

Диаметры ступеней вала определяем по формуле

d≥1,72∙3√Мк/[τк], м.

Диаметр первой ступени

d1=1,72·3√5000/(45∙106)=8,2∙10-2  м, или d1=82 мм;

диаметр второй ступени

d2=1,72∙3√3800/(45∙106)=75∙10-2  м, или d2=75 мм;

диаметр третьей ступени

 d3=1,72∙3√1300/(45∙106)=5,3∙10-2  м, или d2=53 мм.

[image: image3.png]S AVAYAY
7 g
1 T eeey

Toln





рис. 4.
Наиболее рациональное расположение шкивов показано на рис 4, б. Вращающие моменты, передаваемые: первой ступенью М1=-1,2 кн·м; второй ступенью М1+М3=-1,2∙103-1,3∙103=-2,5∙103н∙м=-2,5кн∙м; третьей ступенью М1+М+М=-1,2∙103-1,3∙103+5∙103=+2,5∙103 н∙м=2,5 кн∙м. Эпюра крутящих моментов приведена на рисунке. Определяем диаметр первой ступени вала

d’1=1,72·3√1200/(45∙106)=5,1∙10-2  м, или d’1=5,1 мм;

диаметр второй ступени

d’2=1,72∙3√2500/(45∙106)=6,6∙10-2  м, или d’2=66 мм;

диаметр третьей ступени

 d’3= d’2=6,6∙10-2  м, или d’3=66 мм.

Масса вала в первом варианте 

m1=((πd21/4)l+(πd22/4)l+(πd23/4)l)ρ=π/4(d21+ d22+ d23)lρ.
Масса вала во втором варианте

m2=((πd’21/4)l+(πd’22/4)2l)ρ=π/4(d’21+ d’22)lρ.

Отношение масс валов:

m1/m2=(π/4(d’21+2 d’22)lρ)/ (π/4(d21+ d22 +d23  )lρ)= (d’21+2 d’22)/(d21+d22+d23);
m1/m2=((51·10-3)2+2(66·10-3)2 /((83·10-3)2+(75·10-3)2+(53·10-3)2).
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                                                                     рис. 5.   
 Следовательно, масса вала во втором варианте на 26% меньше массы вала в первом варианте.

Задание 2.
Для одной из  схем (рис. 5) по варианту, приведенному в таблице 2, построить эпюру крутящих моментов; определить диаметр вала на каждом участке и построить эпюру углов поворота сечений вала.

Указания:
1. При построении  эпюры крутящих моментов принять, что М0=М1+М2+М3 или N0=N1+N2+N3.

2. Полученное по расчету значение диаметра вала (мм) следует округлить до ближайшего большего,  оканчивающегося на 0, 2, 5 и 8.

Таблица 2.
	Вариант
	Номер схемы
	Расстояние, м
	Скручивающие моменты
	Мощность, кВт
	Угловая скорость
	Допускаемое напряжение на кручение

	
	
	l1
	l2
	l3
	М1
	М2
	М3
	
	
	

	
	
	
	
	
	н·м
	кГ·м
	н·м
	кГ·м
	н·м
	кГ·м
	N1
	N2
	N3
	рад

сек
	об

мин
	Мн/м2
	кГ/см3

	1
	1
	0,4
	0,1
	0,7
	300
	30
	400
	40
	220
	22
	-
	-
	-
	-
	-
	25
	250

	2
	1
	0,5
	0,2
	0,6
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	2,0
	3,5
	2,8
	25
	238
	28
	280

	3
	1
	0,6
	0,3
	0,5
	320
	32
	380
	38
	250
	25
	-
	-
	-
	-
	-
	30
	300

	4
	2
	0,1
	0,4
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	2,5
	3,2
	3,0
	30
	286
	32
	320

	5
	2
	0,2
	0,5
	0,3
	350
	35
	350
	35
	280
	28
	-
	-
	-
	-
	-
	35
	350

	6
	2
	0,3
	0,6
	0,8
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	2,8
	3,0
	3,5
	35
	334
	40
	400

	7
	3
	0,4
	0,6
	0,7
	380
	38
	320
	300
	30
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	25
	250

	8
	3
	0,5
	0,5
	0,6
	-
	
	-
	-
	-
	-
	3,0
	2,8
	2,2
	40
	382
	28
	280

	9
	3
	0,6
	0,4
	0,5
	400
	40
	300
	30
	320
	32
	-
	-
	-
	-
	-
	30
	300

	10
	4
	0,1
	0,3
	0,4
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	3,2
	2,5
	2,5
	26
	248
	32
	320

	11
	4
	0,2
	0,2
	0,7
	420
	42
	280
	28
	350
	35
	-
	-
	-
	-
	-
	35
	350

	12
	4
	0,3
	0,1
	0,6
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	3,5
	2,0
	2,8
	28
	267
	40
	400

	13
	5
	0,4
	0,2
	0,5
	450
	45
	200
	20
	380
	38
	-
	-
	-
	-
	-
	25
	250

	14
	5
	0,5
	0,3
	0,4
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	4,0
	2,0
	3,2
	30
	286
	28
	280

	15
	5
	0,6
	0,4
	0,3
	300
	30
	400
	40
	220
	22
	-
	-
	-
	-
	-
	30
	300

	16
	6
	0,2
	0,5
	0,7
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	4,,2
	2,2
	3,0
	35
	334
	32
	320

	17
	6
	0,3
	0,6
	0,5
	320
	32
	380
	38
	250
	25
	-
	-
	-
	-
	-
	35
	350

	18
	6
	0,4
	0,7
	0,4
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	4,5
	2,5
	3,5
	40
	382
	40
	400

	19
	7
	0,5
	0,2
	0,3
	350
	35
	320
	32
	280
	28
	-
	-
	-
	-
	-
	25
	250

	20
	7
	0,6
	0,3
	0,7
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	2,0
	2,8
	2,2
	45
	430
	28
	280

	21
	7
	0,1
	0,4
	0,6
	380
	38
	350
	35
	300
	30
	-
	-
	-
	-
	-
	30
	300

	22
	8
	0,2
	0,5
	0,5
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	2,5
	3,0
	2,5
	50
	477
	32
	320

	23
	8
	0,4
	0,7
	0,6
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	2,8
	3,2
	2,6
	60
	572
	40
	400

	24
	8
	0,4
	0,7
	0,6
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	2,8
	3,2
	2,6
	60
	572
	40
	400

	25
	9
	0,5
	0,7
	0,5
	420
	42
	400
	40
	250
	25
	-
	-
	-
	-
	-
	25
	250

	26
	9
	0,6
	0,6
	0,4
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	3,0
	3,5
	2,8
	70
	667
	28
	280

	27
	9
	0,1
	0,5
	0,6
	300
	30
	220
	22
	280
	28
	-
	-
	-
	-
	-
	30
	300

	28
	10
	0,2
	0,4
	0,5
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	3,2
	2,0
	2,6
	80
	765
	32
	320

	29
	10
	0,3
	0,3
	0,4
	320
	32
	280
	28
	300
	30
	-
	-
	-
	-
	-
	35
	350

	30
	10
	0,4
	0,2
	0,3
	-
	-
	-
	-
	-
	-
	3,5
	2,5
	2,8
	50
	477
	40
	400


Задача №3.

Построение эпюр поперечных сил и изгибающих моментов

Методические указания
В общем случае прямого изгиба в поперечных сечениях бруса возникают два внутренних силовых фактора: поперечная сила и изгибающий момент.

Поперечная сила в любом поперечном сечении бруса численно равна алгебраической сумме проекции на ось у всех внешних сил, действующих по одну сторону от сечения.

Изгибающий момент в любом поперечном сечении бруса численно равен алгебраической сумме моментов, вычисленных относительно центра тяжести сечения, всех внешних сил, действующих по одну сторону от сечения.

График, показывающий изменение поперечной силы по длине балки, показывается эпюрой поперечных сил, а график, показывающий изменение изгибающего момента по длине балки, называется эпюрой изгибающих моментов.

Для определения знаков поперечной силы и изгибающего момента рекомендованы следующие правила.

Внешняя сила (рис. 6, а), стремящаяся повернуть отсеченную часть балки по часовой стрелки вокруг той точки оси, которая соответствует проведенному сечению, вызывает положительную поперечную силу, а внешняя сила (рис. 6, б), сеченную часть балки против часовой стрелки вокруг указанной точки, вызывает отрицательную поперечную силу.

Внешняя сила (пара сил)  (рис. 7, а), изгибающая отсеченную часть балки относительно проведенного сечения выпуклостью вниз, дает положительный изгибающий момент, а внешняя сила (пара сил) (рис. 7, б), изгибающая отсеченную часть балки относительно проведенного сечения выпуклостью вверх, дает отрицательный изгибающий момент. При определении знака изгибающего момента по указанному  правилу необходимо отсеченную часть балки представить как защемленную в проведенном сечении.
Изгибающий момент М, поперечная сила Q и интенсивность распределенной нагрузки q,  действующие в выбранном сечении, связаны дифференциальными зависимостями  dQ/dx=q и  dM/dx=Q, которые позволяют установить качественный характер изменения эпюр М и Q  на участках балки.

Так, например, если на некотором участке балки q=0, то поперечная сила постоянна (эпюра Q параллельна оси эпюры), а изгибающий момент изменяется линейному закону (эпюра М расположена под углом α к оси эпюры). В самом деле, если q=0, тогда dQ/dx=0, т.е. Q=const и dM/dx=Q=const, откуда M=Qx+M0.
Если  некоторый участок балки нагружен равномерно распределенной  нагрузкой интенсивности q, то поперечная сила изменяется по линейному закону (эпюра Q расположена под углом α к оси эпюры), а изгибающий момент – по закону параболы.
В самом деле, если q=const, тогда dQ/dx=q=const, откуда  Q=qx+Q0 и dM/dx=Q=qx+Q0, тогда M=qx2/2+Q0x+M0. Здесь и выше Q0 и M0 – значения поперечной силы и изгибающего момента в начале участка.
Из выражения dM/dx=Q  можно определить положение сечения с максимальным изгибающим моментом, если рассматриваемый участок балки нагружен равномерно распределенной нагрузкой интенсивности q. Для этого выражение Q, написанное для данного сечения, приравнивают 0 и определяют абсциссу х опасного сечения. Затем, подставляя найденное значение х в выражение М, написанное для того же сечения, находят Ммах.
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                                                                  рис. 6.
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                                                                              рис. 7.
Пример решения задачи
Построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов для балки, изображенной на рис. 8.

Решение:

Определяем опорные реакции:

∑МА=0; Р∙1-В∙4=0,

откуда

В=Р∙1/4=16∙1/4=4 кн;

∑МВ=0; -Р∙3+А∙4=0,

откуда

А=Р∙3/4=16∙3/4=12 кн.

Проверку правильности найденных значений опорных реакций  производим по уравнению суммы проекций всех сил на вертикальную ось: А-Р+В=0 или              12-16+4=0, 0=0, отсюда заключаем, что опорные реакции по величине и направлению определены правильно. Для построения эпюр поперечных сил и изгибающих  моментов применяем метод сечений. 
Балку условно представим состоящей из 2 участков: первый участок  расположен от точки А до точки С; второй – от точки С до точки В. Определим значения поперечных сил для каждого участка балки. На первом участке произвольно выберем сечение на расстоянии х1 от опоры А. 
Слева от сечения на балку действует одна внешняя сила А (опорная реакция), которая стремится повернуть левую часть балки относительно точки, лежащей в проведенном сечении по часовой стрелке. Следовательно, сила А вызывает положительную поперечную силу 
Qx1=A=12 кн.
На втором участке балки произвольно выберем сечение на расстоянии х2 от опоры  А. слева от сечения на балку действуют две внешние силы А и  Р.  Сила А, как и на первом участке, вызывает положительную поперечную силу, а сила Р, стремящаяся повернуть левую часть балки относительно точки, лежащей в проведенном сечении, против часовой стрелки, вызывает отрицательную поперечную силу
Qx2=A-P=12-16=-4 кн.

Эпюра поперечных сил приведена на рисунке.

Определим значения изгибающих моментов для каждого участка балки.

Мысленно защемим отсеченную левую часть балки в проведенном сечении на первом участке.

Сила А изгибает отсеченную часть балки относительно проведенного сечения выпуклостью вниз, следовательно, сила А дает положительный изгибающий момент
Мx1=А∙х1.

Изгибающий момент на этом участке меняется по закону прямой линии, для построения которой достаточно два его значения:
при х1=0    М‌‌‌‌‌‌ ‌‌‌‌‌׀‌х1=0=0;  М‌׀х1=0    или М׀х1=1;

при х1=1 м М׀х1=1=12∙103∙1=12∙103 н∙м =12 кн∙м.

Аналогично, мысленно защемим отсеченную левую часть в проведенном сечении на втором участке.

Сила А, как и на первом участке, дает положительный изгибающий момент. Сила Р изгибает отсеченную часть балки относительно проведенного сечения выпуклостью вверх, следовательно, сила Р дает отрицательный изгибающий момент

Мх2=А∙х2-Р(х2-1)

и на этом участке изгибающий момент изменяется по закону прямой линии, для построения которой также достаточно знать два его значения:

при х2=1 м    М׀х2=1=12∙103∙1=12∙103 н∙м =12 кн∙м;

при х2=4 м  М׀х2=4=12∙103∙4-16∙103∙3=0.

Эпюра изгибающих моментов приведена на рисунке. Построить эпюры Q и  M можно и без составления уравнений поперечных сил и изгибающих моментов, а путем вычисления значений поперечных сил и изгибающих моментов в характерных точках (сечениях). Для рассматриваемой балки характерными точками (сечениями) являются точки А, С и В. Характер изменения эпюр между этими точками установим при помощи дифференциальных зависимостей: так как распределенная нагрузка на обоих участках отсутствует (q), то поперечная сила в пределах каждого участка постоянна, а изгибающий момент изменяется по линейному закону.

Вычислим характерные значения поперечных сил. Поскольку мы установили, что поперечная сила постоянна на каждом из участков балки, достаточно вычислить по одному значению Q на каждом участке. Однако в целях контроля можно вычислить большее количество характерных значений. Например:

в сечении А  QА=А=12 кн;

в сечении С  (слева) Qлс=А=12 кн;

в сечении С  (справа) QПс=А-Р=12-16=-4 кн;

в сечении В QВ=-В=-4 кн.

Вычислим значения изгибающих моментов в этих же сечениях:
в сечении А  МА=0;

в сечении С  Мс=А∙1=12∙103∙1=12∙103 н∙м=12 кн∙м;

в сечении В  МВ=А∙4-Р∙3=12∙103∙4-16∙103∙3=0.
По найденным значениям и известному качественному характеру изменения поперечной силы и изгибающего момента строят эпюры Q и M.  
Задание 3.
Для балок  (рис. 8 и  табл. 3) построить эпюры поперечных сил и изгибающих моментов, составив для каждого участка балки выражения (уравнения) Q и  M.

Таблица 3.

	Вариант
	Схема 
	m,

кН∙м
	Р,

кН
	q,

кН/м
	a
	b
	c
	d

	
	
	
	
	
	м

	1
	а
	22
	32
	12
	2
	2
	5
	1

	2
	
	18
	24
	16
	2
	3
	3
	2

	3
	
	24
	20
	10
	1
	3
	4
	2

	4
	
	26
	18
	8
	3
	2
	3
	2

	5
	б
	20
	30
	6
	3
	2
	4
	2

	6
	
	16
	34
	15
	2
	4
	2
	2

	7
	
	25
	26
	14
	1
	3
	4
	2

	8
	
	30
	22
	16
	2
	4
	3
	1

	9
	в
	24
	30
	12
	3
	3
	2
	2

	10
	
	28
	24
	10
	2
	4
	1
	3

	11
	
	20
	36
	8
	2
	3
	3
	2

	12
	
	30
	24
	16
	4
	3
	1
	2

	13
	г
	26
	18
	12
	3
	2
	3
	2

	14
	
	18
	16
	8
	4
	2
	2
	2

	15
	
	24
	22
	10
	5
	2
	2
	1

	16
	
	25
	20
	6
	4
	3
	2
	1

	17
	д
	20
	24
	14
	3
	2
	3
	2

	18
	
	28
	32
	6
	1
	5
	1
	3

	19
	
	22
	26
	8
	2
	2
	4
	2

	20
	
	32
	28
	15
	1
	3
	4
	2

	21
	е
	24
	20
	10
	2
	4
	2
	2

	22
	
	28
	16
	14
	1
	5
	3
	1

	23
	
	30
	24
	6
	2
	3
	3
	2

	24
	
	20
	18
	8
	3
	4
	1
	2

	25
	ж
	26
	30
	12
	2
	2
	4
	2

	26
	
	25
	28
	15
	1
	3
	4
	2

	27
	
	16
	22
	10
	2
	1
	5
	2

	28
	
	18
	20
	12
	3
	1
	5
	1

	29
	з
	24
	24
	14
	2
	2
	4
	2

	30
	
	30
	25
	6
	1
	2
	4
	3


Задача №4.
Определение геометрических характеристик плоских сечений
Методические указания
Геометрическими характеристиками плоских сечений являются: площадь, положение центра тяжести, статические моменты плоских сечений, момент инерции, моменты сопротивления и радиусы инерции.

Статическим моментом плоского сечения относительно оси, лежащей в плоскости сечения, называется взятая по всей площади сечения сумма произведений площадей элементарных площадок на  их расстояния до этой оси:
Sх=∫F ydF, м3 (см3);
Sy=∫F хdF, м3 (см3).
Если известны координаты центра тяжести сечения ус и хс, то статические моменты определяют по формулам:
Sх=Fyс, Sу=Fхс,
где  F – площадь сечения.

Статические моменты плоских сечений могут быть положительными, отрицательными и равными нулю.

Статический момент сложного (составного) сечения равен сумме статических моментов составляющих частей:

Sх=F1y1+F2y2…Fnуn;

SУ=F1х1+F2х2…Fnхn,

где  F1, F2, …, Fn – площади отдельных частей сечения, на которые разбито сложное сечение;

х1, х2, …хn   и

у1, у2, …уn – координаты их центров тяжести относительно выбранных осей.

а)  Определение центра тяжести фигуры. Разбиваем заданную фигуру на n частей, центры тяжести которых известны. Части нумеруются (рис. 9).

                                              [image: image8.png]



рис. 9.
Затем для каждой части отмечается положение центра тяжести Сi и его координаты уi, хi относительно некоторой произвольно выбранной координатной системы ху.
Координаты центра тяжести всей фигуры относительно осей х, у определяем, используя статические моменты площади. 

Зная статические моменты плоского сечения, можно вычислить координаты центра тяжести сечения относительно выбранных осей:

хс=Sу/F=(F1х1+F2х2+…Fnхn)/( F1+F2+…Fn);

ус=Sх/F=(F1у1+F2у 2+…Fnхn)/( F1+F2+…Fn).
Пример решения задачи

Определить положение центра тяжести составного сечения (рис. 10) относительно заданных осей.
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                                                                               рис. 10.
Решение:

Разбиваем сечение на простейшие составляющие элементы: швеллер и два прямоугольника.

Площадь и координаты центра тяжести швеллера принимаем по таблице ГОСТ-8240-72, переводя эти данные в единицы СИ:

F1=30,6∙10-4 м2; х1=24,2∙10-3 м; у1=140∙10-3 м.
Вычислим площади прямоугольников и определим координаты их центров тяжести:

F2=20∙∙10-2∙2∙10-2=4∙10-4 м2; х2=100∙∙10-3 м; у2=10∙∙10-3 м;

F3=10∙∙10-2∙2∙10-2=20∙10-4 м2; х3=190∙10-3 м; у3=70∙∙10-3 м.

Определим статические моменты составляющих элементов:
S1у=F1х1=30,6∙10-4∙24,2∙10-3=74∙10-6 м3;

 S1х=F1у1=30,6∙10-4∙140∙10-3=428∙10-6 м3;

S2у=F2х2=40∙10-4∙100∙10-3=400∙10-6 м3;

S2х=F2у2=40∙10-4∙10∙10-3=40∙10-6 м3;

S3у=F3х3=20∙10-4∙190∙10-3=380∙10-6 м3;

S3х=F3х3=20∙10-4∙70∙10-3=140∙10-6 м3.

Определим координаты центра тяжести составного сечения:
хс= (S1у+ S2у+ S3у)/(F1+F2+F3)=
= (74∙10-6+400∙10-6+380∙10-6)/(30,6∙10-4+40∙10-4+20∙10-4)=
=9,43∙10-2 м или хс=94,3 мм;

ус=( S1х+ S2х+ S3х)/(F1+F2+F3)=

=(428∙10-6+40∙10-6+140∙10-6)/( 30,6∙10-4+40∙10-4+20∙10-4)=

=6,71∙10-2 м или ус=67,1 мм.

б) Определение осевых и центробежных моментов инерции.
Осевым моментом инерции плоского сечения относительно данной оси называется взятая по всей площади сечения сумма произведений площадей элементарных площадок на квадраты их расстояний до этой оси (рис. 11):
Jх=∫у2dF, м4 (см4);
                                                                                 F

Jу=∫х2dF, м4 (см4).
                                                         F
Осевые моменты инерции всегда положительны и не могут быть равны нулю.

Центробежным моментом инерции плоского сечения называется взятая по всей площади сечения сумма произведений площадей элементарных площадок на их расстояния до двух взаимно перпендикулярных осей (рис. 11):

Jху=∫хуdF, м4 (см4).  

                                                          F

                                                             рис. 11.

Центробежный момент инерции может быть положительным, отрицательным и равным нулю.

Осевые и центробежные моменты инерции плоского сечения относительно осей, параллельных  центральным осям, определяют по формулам:

Jх=Jхс+а2F;

Jу=Jус+b2F;

Jху=Jхсус+аbF,

где Jхс  и Jус – осевые моменты инерции относительно центральных осей;

       Jхсус – центробежный момент инерции относительно центральных осей;

       а и b – расстояния между выбранными осями и параллельными им центральными осями.

При повороте осей на угол α моменты инерции  определяют по формулам:

Jх1=Jхсоs2α+Jуsin2α-Jхуsin2α;

Jу1= Jхусоs2α+Jхsin2α+Jхуsin2α;
Jх1у1=(Jх-Jу)/2sin2α+Jхуcos2α.

Когда значение угла поворота осей достигнет величины, определяемой формулой  tg2α=2Jху/(Jу-Jх), тогда осевые моменты инерции достигают своего максимума и минимума, а центробежный момент инерции становится равным нулю. Оси, занимающие такое положение, называются главными осями инерции, а соответствующие осевые моменты инерции – главными моментами инерции. Главные оси инерции, проходящие через центр тяжести плоского сечения, называются главными центральными осями инерции.

Величину главных моментов инерции определяют по формуле:


Jmaх=(Jх+Jу)/2±1/2√(Jх+Jу)2+4J2ху.
Осевым моментом сопротивления симметричного сечения называется отношение осевого момента инерции к расстоянию от нейтральной оси до наиболее удаленной точки сечения:
Wх=Jх/уmaх, м3 (см3);

Wу=Jу/хmaх, м3 (см3).

Радиусом инерции сечения относительно оси х называется величина, определяемая по формуле

iх=√Jх/F, м (см); аналогично, iу=√Jу/F, м (см).
Пример решения задачи
Определить положение главных центральных осей инерции и вычислить главные моменты инерции уголка (рис. 12, а). 

Решение:

Определяем положение центра тяжести уголка в системе координат хоу. Для этого делим уголки на два прямоугольника (рис. 12, б).  Вычислим площади прямоугольников и определим координаты их центров тяжести:
F1=1·10-2·12,5·10-2=12,5·10-4 м2;

х1=0,5·10-2 м; у1=6,25·10-2 м;

F2=7·10-2·1·10-2=7·10-4 м2;
х2=4,5·10-2 м; у2=0,5·10-2 м.

Вычислим координаты центра тяжести уголка:
хс=(F1х1+F2х2)/(F1+F2)=

=(12,5·10-4·0,5·10-2+7·10-4·4,5·10-2)/(12,5·10-4+7·10-4)=1,94·10-2 м;

ус=(F1у1+F2у2)/(F1+F2)=

=(12,5·10-4·6,25·10-2+7·10-4·0,5·10-2)/(12,5·10-4+7·10-4)=4,18·10-2 м.

Находим моменты инерции прямоугольников относительно осей хс и ус:

J´хс=1·10-2(12,5·10-2)3/12+12,5·10-2·1·10-2(6,25·10-2-4,18·10-2)2=216,3·10-8 м4;

J´ус=12,5·10-2(1·10-2)3/12+12,5·10-2·1·10-2(1,94·10-2-0,5·10-2)2=26,9·10-8 м4;

J´´хс=7·10-2(1·10-2)3/12+7·10-2(1·10-2)3(4,18·10-2-0,5·10-2)2=95,4·10-8 м4;
J´´хс=1·10-2(7·10-2)3/12+7·10-2·1·10-2·(4,5·10-2-1,94·10-2)2=74,4·10-8 м4.

Моменты инерции уголка относительно осей хс и ус находим как сумму моментов инерции простейших фигур относительно этих осей:

Jхс=J´хс+J´´хс=216,3·10-8+95,4·10-8=311,7·10-8  м4;
Jус=J´ус+J´´ус=26,9·10-8+74,4·10-8=101,3·10-8 м4.

Определяем центробежные моменты инерции прямоугольников относительно осей хс и ус, имея в виду, что для каждого прямоугольника в отдельности центробежный момент инерции относительно своих центральных осей будет равен нулю. Центробежный момент инерции вертикального прямоугольника
J´хсус=12,5·10-2·1·10-2(-(1,94·10-2-0,5·10-2))х
х(6,25·10-2-4,18·10-2)=-37,2·10-8 м4.

Центробежный момент инерции горизонтального прямоугольника

J´´хсус=7·10-2·1·10-2(4,5·10-2-1,94·10-2))х
х(-(4,18·10-2-0,5·10-2))=-103,1·10-8 м4.

Определив осевые и центробежные моменты инерции уголка относительно центральных осей, находим положение главных центральных осей инерции uυ, для чего определяем
tg 2α=2Jхсус/(Jус-Jхс)=2(-103,1·10-8)/(101,3·10-8-311,7·10-8)=0,98
и затем по таблицам тригонометрических функций находим 2α=44024´, следовательно, α=22012´. Так как угол α>0, то откладываем его от оси хс против часовой стрелки. Положение главных центральных осей инерции показано на рис. 12, в.
Определяем значения главных центральных моментов инерции уголка:


Jmax=(Jхс+Jус)2±1/2√(Jхс-Jус)2+4J2хсус;

                                       min

Jmах=(311,7·10-8+101,3·10-8)±1/2√(311,7·10-8-101,3·10-8)2+4(-103,1·10-8)2=

               min

=206,5·10-8±147,5·10-8 м4.
Jmах=Ju=206,5·10-8+147,5·10-8=354·10-8 м4;
                                Jmin=Jυ=206,5·10-8-147,5·10-8=59·10-8 м4.

Задание 4.

Вычислить главные моменты инерции сечения (рис.13) по варианту, приведенному в таблице 4.
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рис. 13. 

Таблица 4.

	Вариант 
	Схема 
	bхδ
	№ двутавра, ГОСТ 8239-56
	№ швеллера, 
ГОСТ 8240-56
	Уголок равноб.,
ГОСТ 8509-57

	1
	1
	160х16
	-
	14
	-

	2
	1
	200х18
	-
	20
	-

	3
	1
	240х24
	-
	24
	-

	4
	2
	180х12
	-
	16а
	-

	5
	2
	220х20
	-
	18а
	-

	6
	2
	250х22
	-
	22а
	-

	7
	3
	190х16
	-
	20
	-

	8
	3
	260х20
	-
	24а
	-

	9
	3
	300х22
	-
	27
	-

	10
	4
	200х16
	-
	-
	80х80х6

	11
	4
	300х18
	-
	-
	110х110х8

	12
	4
	400х20
	-
	-
	160х160х14

	13
	5
	140х12
	-
	10
	-

	14
	5
	180х14
	-
	16
	-

	15
	5
	240х16
	-
	22
	-

	16
	6
	220х10
	-
	-
	90х90х8

	17
	6
	300х14
	-
	-
	125х125х10

	18
	6
	340х16
	-
	-
	140х140х12

	19
	7
	-
	24
	20
	-

	20
	7
	-
	27
	24
	-

	21
	7
	-
	30
	27
	-

	22
	8
	-
	-
	12
	-

	23
	8
	-
	-
	18
	-

	24
	8
	-
	-
	22
	-

	25
	9
	40х10
	-
	8
	-

	26
	9
	100х12
	-
	14
	-

	27
	9
	140х14
	-
	20а
	-

	28
	10
	-
	20
	16
	-

	29
	10
	-
	24а
	18
	-

	30
	10
	-
	33
	22
	-
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